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îjP
P̂



viii     The Rayleigh–Ritz Method for Structural Analysis 

CHAPTER 12. NATURAL FREQUENCIES AND  
MODES  OF THREE-DIMENSIONAL BODIES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   149 

12.1. Theoretical derivations of the  
eigenvalue problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   149 
12.2. Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   157 

CHAPTER 13. VIBRATION OF AXIALLY LOADED   
BEAMS AND GEOMETRIC STIFFNESS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   161 

13.1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   161 
13.2. The potential energy due to a static  
axial force in a vibrating beam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   162 
13.3. Determination of natural frequencies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   168 

13.3.1. The effect of partial lateral restraints . . . . . . . . . . . . . . . . . .   170 
13.3.2. Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   173 
13.3.3. Limitations of the above derivations . . . . . . . . . . . . . . . . . .   173 

13.4. Natural frequencies and critical loads  
of an Euler–Bernoulli beam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   174 
13.5. The point of no return: zero natural frequency . . . . . . . . . . . . . .   177 

13.5.1. Natural frequency . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   177 
13.5.2. Why not forever? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   178 
13.5.3. Point of no return . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   178 

CHAPTER 14. THE RRM IN FINITE ELEMENTS METHOD . . . . . . . . . . . . .   181 

14.1. Discretization of structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   181 
14.2. Theoretical basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   181 
14.3. Essential conditions at the boundaries and nodes . . . . . . . . . . . . .   182 
14.4. Derivation of interpolation functions  
(shape functions) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   183 
14.5. Derivation of element matrix equations  
using the Rayleigh–Ritz method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   185 

14.5.1. Uniform distributed load . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   188 
14.5.2. Point load . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   188 
14.5.3. Concentrated moment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   189 
14.5.4. External loads at the nodes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   189 

14.6. Assembly of element matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   190 
14.7. Eigenvalue problems: geometric stiffness  
matrix for calculating critical loads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   193 
14.8. Eigenvalue problems: vibration analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . .   194 
14.9. Consistent mass matrix for a beam element . . . . . . . . . . . . . . . .   194 
 
 



Contents    ix 

14.10. Lumped mass matrix for a beam element . . . . . . . . . . . . . . . . .   195 
14.11. The Rayleigh–Ritz and the Galerkin methods . . . . . . . . . . . . . .   195 

BIBLIOGRAPHY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   197 

APPENDIX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   203 

INDEX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   229 

 




